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ã�èTâfá@åbð�æMéd�¨ì � ¾��@áOî�ákã�ákéMå&ïkõéãTç·éTóOá4åbðTá�èKäTå&ñMè#ç·éTñ0�6ç·éTóOèKã�ç·éTñ åhâ&æ Ý ó�æ6å�æMéb¼,ß�âfèKóOáOï;ï&èKâ<ç�ï�ä�ß�ß�ákâ�ß}÷VèKä�éTò�áOò
÷!¼��¨ì � ¾.�G�.åbðTç�ïíç�ïFæe÷�èTä�éTò�áOòÎåhâ&æ#éTïbßVèKâfåbæ6å;ç�èTé�ß�âfèK÷Tî�ákã åWê ´ ��ê#ü ç õe`­éTò�ákâfî%¼Kç·éTñ ákæ6ónð ß�ákâ&ã�äTåbæëå&ç�èKé ç�ï æ
ã4æMéb¼!ßgå&èGß}ã4æMéb¼4ß�ákâ¢ï&èKé�æ6î�ç%ÞOáOòióOèKã4ã�ä�éTç�ókæ6å&ç�èKéíß�â¢èK÷Tî�ákãíõ²Å<ðTá\óOèKã4ã�ä�éTç�ókæ6å&ç�èKé ãºæ6åbâfç�óOáOï	ç·éÒø�ñTä�âfá 
 ïbðTè6ô
åbðTá@ä�éTò�ákâ¢îo¼Tç·éTñíóOèKã4ã�ä�éTç�ókæ6å&ç�èKé ß�æ6å&å&ákâ&éºê¨èKâ«åbðTá@ßVákâ&ã�äTåbæ6å&ç�èKéTï­ç·éÒø�ñKä�âfá ´ õ

Þ�ã�ç·éTçÌãºæ6î�âfáOï&åbâ¢ç�óOå;ç�èTé\èKéRåbðTá«ï&ç%ÞOá	è6ê�åbðTá.ß�ákâ&ã�äTåbæ6å;ç�èTéTï�ê�èKâÊèKßTå&ç·ã4æ6î�ç�å�¼:æ#éTò�óOèKã4ã�ä�éTç�ókæ6å&ç�èKé!ßgá Ý óOç�ákéTók¼
ç�ï@ò�ákâ¢ço�MáOò éTák¿Tåkõf�ÃèKéTï&ç�ò�ákâ�æ6î�ñ#èKâfç�åbð�ã�ïRåbð�æ6å@ßVákâ�ê�èTâ&ã�ßVákâ&ã�äTåbæ6å&ç�èKéTï�÷b¼,åbâ&æMéTïfê�ákâ;âfç·éTñíò�æ6åbæíáOî�ákã�ákéMå&ïRò�çWß
âfáOóOå;îo¼ å&è åbðTáiò�áOï;å&ç·é�æ6å&ç�èKéÓß�âfèTóOáOï&ï&èTâfïkõ Å	ðTç�ï ç·éTóOî·äTò�áOïiåbðTá,î�ç·éTákæ#â,ß�ákâ&ã�äTåbæëå&ç�èKéÓæ6î�ñ#èKâ¢ç�åhð�ã-æ6ïíô.áOî�î�æ6ï
éTèKé!ßgò�áOå;ákâ&ã�ç·éTç�ï&å&ç�ó:æ6ïJ¼méTóOð�âfèKéTèKäTï.óOèKãºã:ä�éTç�ókæ6å;ç�èTérâfèTäTå&ç·éTáOï	åbð�æ6å.æ#âfá­óOèKã4ã�èKéTî%¼räTï;áOòíçÌéíß�â;æ6óOå&ç�óOá#õ�ÛÓðTáké
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Additional communication
required for read
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Communication required
for write

Row index is sending processor number
Column index is receiving processor number

*Dç�ñKä�âfá 
�Ù �.èKã4ã�ä�éTç�ókæ6å&ç�èKéíöDæ6å;å&ákâ&éTï«ê�èTâ.åbðTá@ö�ákâ&ã�äTåbæ6å;ç�èTé Ü ¿�æ#ã4ßTî�áOï

ák�#ákâ ¼ ò�æ6åbæÒáOî�ákã�ákéMå@ç�ï�ò�ç·âfáOóOå&î%¼iåbâ;æ#éTïfê¨ákâ&âfáOò,å&èíç�å&ï@ò�áOï;å&ç·é�æ6å&ç�èKéiß�âfèTóOáOï&ï&èTâk�5ákæ6óOð,ß�âfèTóOáOï&ï&èKâRã4æ�¼¼ð�æ��#á�å&è
óOèKãºã:ä�éTç�ókæ6å;á
ô	ç�åbð 
 úgìDû¨ì � ¾~½�¾?�5ß�âfèTóOáOï&ï&èKâ¢ï$�sæMéTò@ï&ákéTò�èKäTåDä�ß\å&è��¨ì � ¾.� áOî�ákãÅáké#å&ïDô­ðTáké:ßVákâ�ê¨èKâ&ã�ç·éTñ\æ®ßVákâ�ß
ã�äTåbæ6å;ç�èTé�õ�Å	ðTç�ïDô.èKäTî�ò�åbæbä6á � ì � ¾�óOèTã4ã�ä�éTç�ókæëå&ç�èKéRå&ç·ã�á	æ6î�èKéTñ\ô	ç�åbð�æ­ï&åbæ#â¢å�ß}ä�ß\èG�#ákâ&ðTákæëò@è6ê 
 ú�ì�û¦ì � ¾~½�¾?�g�
å&ç·ã�á#õRù�èKókæëî�óOèKãºß�äTåbæ6å&ç�èKé ç·é,åbðTá4ß�âfèTóOáOï&ï&èKâ¢ï®åbæ!ä6áOï�æëå\î�ákæëï&å�ÿ6ì � ¾ å&ç·ã�á#õ¹Å	ðKäTï���åbðTá�å&è#åbæ6î!å&ç·ã�á4âfákàmäTç·âfáOò
ê¨èKâ	ßVákâ�ê�èTâ&ã�ç·éTñ æ4ñMákéTákâ&æ6îDß�ákâ&ã�äTåbæ6å;ç�èTé ç�ï@æ6å;î�ákæëï&å·ÿ6ì � ¾h	i� 
 úgìDû¨ì � ¾¤½�¾?��	 � ì � ¾5õf�gé,ß�â&æ6óOå;ç�óOá4ì � ¾ ç�ï
æ6å<î�ákæëï&å�æëï®ã�äTónð æ6ï²¾¤��åbð�æ6å	ç�ï$� 
 ú�ìDû¨ì � ¾~½�¾�� º ¾5õ
*�èKâ<æ#éíá Ý óOç�ákéMå\ç·ã4ßTî�ákã�áké#åhæ6å&ç�èKé���åbðTáRï&åbæ#âfå ß}ä�ßÒóOè#ï&å
ïbðTèTäTî�ò,éTè#å\÷�á:æëî�î�è6ô.áOò,å&è4ò�èKã�ç·é�æ6å;á@åbðTáRå&ç·ã�á:âfákà�äTç·âfáOò5õ+Å<ðTç�ï­ç·ã4ßTî�ç�áOï � ì � ¾kjd�G¾~�$åbð�æ6å<ç�ï��0ì,ïhðTèKäTî�ò ÷Vá
jë¾ � � ��� �Tê¨èKâ.æ#éíæ6î�ñ#èTâfç�åbð�ã7åbð�æ6å	ßVákâ�ê�èTâ&ã�ï®ßVákâ&ã�äTåbæ6å&ç�èKéTï®÷!¼4åbâ;æ#éTïfê¨ákâ&âfç·éTñ4ò�æ6åbæRáOî�ákã�ákéMå&ï­ò�çÌâ¢áOóOå&î%¼íå&è�åbðTá
ò�áOï&å;çÌé�æëå&ç�èKé ß�âfèTóOáOï&ï&èTâfïkõ

l " þ©ó$#&%4Ö©ö(' ÝbÜ üæó.Ø)' Û@×~ö.×�ÝbÙ\Önm ô�õ­Ù®Ø�Ý&×�þG'

Å	ðTá4ã4æMéb¼!ßgå&èGß}ã4æMéb¼ ßVákâfï&èKé�æ6î�ç%ÞOáOòeóOèKã4ã�ä�éTç�ókæ6å&ç�èKé,ô	ç�åbð,ßVè#ï&ï&ç·÷Tî%¼QðTç�ñKðë�6æ#âfç·æ#éTóOá4ç·éiã�áOï;ïbæ6ñ#á�ï&ç%ÞOáOï$�!åbð�æ6å
ä�éTò�ákâfî�ç�áOï@æ�ò�¼�é�æ#ã�ç�ó4ß�ákâ&ã�äTåbæëå&ç�èKé���ókæ#é ÷�á:ßVákâ�ê¨èKâ&ã�áOò çÌé åfô�è�ï&åhæ6ñ#áOïkõ Ü æ6óOðÒè6êDåbðTáOï&áRï&åbæ6ñ#áOï.ç·é!�#è#î%�#áOï@æ#é
æ6î�îèßgå&èGß}æëî�î
ßVákâfï&èKé�æëî�ç%ÞOáOòeóOèKã4ã�ä�éTç�ókæ6å&ç�èKé,ô<ç�åhð î�è6ôÊ�sæMâfç·æ#éTóOá4ç·é,ã�áOï&ïbæ6ñMá:ï;çoÞOáOïoõ Ü æ6ónð è6ê�åhðTá·¾iß�â¢èKóOáOï&ï;èKâfï
ã4æ�¼rð�æ��#á@ä�ß åbð�âfáOá�âfè#î�áOï®å;èÅßTî·æ�¼íç·é åbðTç�ï�æ6î�ñ#èTâfç�åbð�ã Ù æ6ïpo íIq2�sr�� ß�âfèTóOáOï&ï&èKâfï<ô®ðTákéíåbðTák¼ ð�æ��#á\áOî�ákã�ákéMå&ï­å&è
÷Vá®ï&ákéMå
èTäTå$�Kæ6ï ��ï����$��îé�� b�^�b��� ß�âfèTóOáOï&ï&èTâfï$�KæMéTòFæ6ï  b� o ���^ï?�b���^íbï/F���í�r�� oto íb� o�ô®ðTákéºåbðTák¼rð�æ��#á	áOî�ákã�ákéMå&ï.å&è:÷Vá
âfáOóOáOç%�#áOò5õ

Å	ðTá4ì)áOî�ákã�áké#å;ï@åbæbäMç·éTñFß�æMâfå\ç·é åhðTáÅßVákâ&ã�äTåbæ6å&ç�èKé,æ#â¢á:ò�ç�ï&åhâfç·÷�äTå&áOòQæ6ókâfèMï&ï®åhðTá·¾iß�â¢èKóOáOï&ï;èKâfïkõ\ù�áOåvu=D ]û¨ü,ý ú�½�»)þ ¾?�\÷�áÒåbðTáíéKä�ã�÷Vákâ\è6ê	áOî�ákã�ákéMå&ï�ï&áké#å�ê¦â¢èKãxß�âfèTóOáOï&ï&èKâ¹	�D	å;è ß�âfèKóOáOï;ï&èKâ�	 ] õ Å<ðTáréKä�ã�÷Vákâ@èëêáOî�ákã�ákéMå&ï
ç·éºákæ6óOð4ß�âfèTóOáOï&ï&èKâ«÷�áhê¨èKâfá\æ#éTòræoê¨å&ákâDåhðTá®ß�ákâ&ã�äTåbæëå&ç�èKé�ç�ï	æ6å
ã�è#ï&åv�¨ì � ¾6�6õ�Å	ðTákâfáhê¨èKâfáb�Wwkx�y �D{z�| u=D ] ý
�¨ì � ¾.�<ê¨èKâ	ü�ý »rþ ¾ æ#éTò}wkxQy �] z�| u=D ] ý��¨ì � ¾.��ê�èTâ�üºý�úDþ ¾!õ

~���� �h���O�����������0�������������
Å	ðTáRåfô�è°ßgï&åbæ6ñ#á\æ6î�ñ#èKâ¢ç�åhð�ã�âfákßTî·æ6óOáOï\åhðTá@ò�ç·âfáOóOå\ï&ákéTò�ç·éTñíè6ê\u=D ] áOî�ákã�ákéMå&ï­êgâfèKã 	�DDå&è#	 ] ÷b¼íï;ákéTò�çÌéTñíåhðTákãåbð�â¢èKäTñKðiß�âfèTóOáOï&ï&èTâfï"	��iû¨üeý�Y�þÊ¾��\ô®ðTç�óOð æ6óOå4æ6ï@ç·éMå&ákâ&ã�áOò�ç·æ#âfç�áOïkõKÅ	ðTá ã�áOï&ïhæ6ñ#á4ïbßTî�ç�å&å&ç·éTñeò�áOï&ókâfç·÷�áOò
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ç·éeåbðTç�ï�ï&áOóOå&ç�èKé âfáhê¨ákâfï4å;è åbðTáíïbßTî�ç�å&å&ç·éTñièëê®ákæ6óOðeçÌéTò�ç%�Tç�ò�ä�æ6î�ãÅáOï&ïbæ6ñ#áÒák¿Tónð�æ#éTñMáOò�÷�áOåfô.áOáké æ ï;èKä�âfóOáíæ#éTò
ò�áOï&å;çÌé�æëå&ç�èKé,ç·é#å;èÆ¾Qß�æMâfå&ï$��æ#éTòQéTè#åRåbðTá4ïbßTî�ç�å&å&ç·éTñ,è6ê	åbðTá4ákéMå&ç·âfá4ò�æ6åhæ���è6ô	ç·éTñ èKäTå\èëê<æ ï&èKä�âfóOáÒß�âfèKóOáOï;ï&èKâ
ç·éMå&è�¾ ß�æ#â¢å&ïkõ

��ê0ák�#ákâ�¼�uID ] ç�ï
æ\ã�äTî�å&ç·ßTî�á®èëê�¾~�6åbðTç�ï
ã�áOï;ïbæ6ñ#á.ïbßTî�ç�å&å&ç·éTñ�ç�ïDåbâfç%�Kç·æ6î��Tï&ç·éTóOá	åbðTáUu=D ] áOî�ákãÅáké#å&ï«ókæ#é�÷�á	ákà�ä�æ6î�î%¼ò�ç%�Tç�ò�áOò æ#ã�èTéTñíåbðTáf¾iß�âfèKóOáOï;ï&èKâfïkõ"Å<ðTá:ï;çoÞOáºè6êÃæ ã�áOï&ïbæ6ñMá@ák¿Tónð�æ#éTñMáOòQ÷�áOåfô.áOákéiæ#é!¼¼ß�æ6ç·â�è6ê�ï&èTä�âfóOá4æ#éTò
ç·éMå&ákâ&ã�áOò�ç·æ6å&áíß�âfèTóOáOï&ï&èKâ¢ï:ç�ï4èëêÃï;çoÞOá éTèiã�èTâfá4åbð�æ#é��¨ì � ¾ � �6õ Å	ðTáÒïbæ#ãÅá4ç�ï4åbâ&äTáÒè6ê	åbðTáíï&ç%ÞOáÒè6ê�ã�áOï&ïhæ6ñ#áOï
ák¿Tónð�æMéTñ#áOò4÷�áOåfô.áOáké\ç·é#å;ákâ&ã�áOò�ç·æ6å&á®æMéTò@ò�áOï&å&ç·é�æ6å;ç�èTé4ß�âfèTóOáOï&ï&èKâfïoõ�Å	ðTäTïDåbðTá�ßVákâ&ã�äTåbæ6å&ç�èKéRókæ#éR÷�á.óOèKã4ßTî�áOå&áOò
ç·é)ê,¾�û��(	 � ì � ¾ � �.å&ç·ã�á#õ'Å	ðTá�æ6î�ñ#èKâfç�åbð�ã ç�ï­èKßTå&ç·ã4æëî0ô­ðTáké ìkj[�íû%¾ � � ��� �Oõ

Å	ðTáRïbßTî�ç�å&å&ç·éTñíè6ê
ã�áOï&ïbæ6ñMáOï$��ô®ðTç�óOð ç�ï­óOáké#åhâ&æ6î5å&èºåbðTá:æ6î�ñ#èTâfç�åbð�ã#�$ç�ï­ïbðTè6ô®éÒç·é ø�ñKä�âfá Ã ê�èTâ.åbðTá@ñMákéTákâ&æ6î
ókæ6ï;á:ô­ðTákâfá�ák�#ákâ�¼cu D ] ã4æ�¼ éTè#å@÷Váræíã�äTî�å&ç·ßTî�áÒè6ê�¾5õéÅ	ðTá�ïbßTî�ç�å&å&ç·éTñ,ç�ï@ç�î�îÌäTï;åbâ&æ6å&áOòe÷b¼ ák¿Kå&ákéTò�ç·éTñ,åbðTá"ê�ß�âóOèKãºã:ä�éTç�ókæ6å;ç�èTé ã4æ6åbâfç%¿ æ6î�èKéTñQæ,åhðTçÌâ¢ò�ò�ç·ã�ákéTï&ç�èKé�õ Å	ðTç�ï4ò�ç·ã�ákéTï;ç�èTé�ç�ïÒç·éTò�ák¿KáOòÓ÷!¼�Y��«åbðTá éTä�ã:÷Vákâ4èëê
åbðTá�ç·éMå&ákâ&ã�áOò�ç·æ6å&áÒß�âfèKóOáOï;ï&èKâ\åhð�âfèKäTñKð ô®ðTç�óOð,åbðTárã�áOï;ïbæ6ñ#áOï@æ#â¢á:ï;áké#årû¨ú<æ#éTò)»,âfákß�âfáOï&ákéMå\åbðTá4ï&èTä�âfóOá4æ#éTò
ò�áOï&å;çÌé�æëå&ç�èKé�ß�âfèKóOáOï;ï&èKâ�éKä�ã�÷�ákâ,�KâfáOïbßVáOóOå&ç%�#áOî%¼��Wõ0a<ê0åbðTáMuID ] áOî�ákã�ákéMå&ï
ï;áké#å!ê¦â¢èKãÓï;èKä�âfóOá	ß�âfèTóOáOï&ï&èKâr	�D$å&è­ò�áOï�ß
å&ç·é�æ6å;ç�èTé:ß�â¢èKóOáOï&ï;èKâ�	 ] �IuID ] VTú�R�¾�áOî�ákãÅáké#å&ïDô<ç�î�î�÷Vá	ï&ákéMå�åbð�â¢èKäTñKð\ákæëónðRç·é#å;ákâ&ã�áOò�ç·æ6å&á®ß�â¢èKóOáOï&ï;èKâOõ�Å<ðTáÃ÷Tç�ñ#ñMákâß�âfèT÷Tî�ákã�ç�ï
ò�áOóOç�ò�ç·éTñ:ô­ðTç�óOð�è6ê�åbðTá'¾�ç·éMå&ákâ&ã�áOò�ç·æ6å&á\ß�âfèTóOáOï&ï&èKâ¢ïDñ#áOåDåbðTá	âfákã4æ6ç·éTç·éTñ�uID ] 
�� V�¾ºáOî�ákã�áké#å;ïkõrÛiá
äTï&á@æÒâfèKä�éTò2ß}â¢èK÷Tç·é å;áOónð�éTç%à�äTá@ê¨èKâ.åhðTá@æ6ï&ï&ç�ñKé�ã�ákéMå­è6ê�åhðTáOï&á@ák¿TóOáOï&ï­áOî�ákãÅáké#å&ï­ô®ðTç�óOð¼æMâfá@æ6î�î�èKókæ6å;áOò¼èTéTá:÷!¼
èKéTá.å&è\ákæëónð�ç·éMå&ákâ&ã�áOò�ç·æ6å;á®ß�âfèTóOáOï&ï&èKâOõ�Å	ðTá­æ6î�î�èTókæ6å&ç�èKéÅç�ï«ï&åbæ#â¢å&áOò4æ6åDåbðTá	ç·éMå&ákâ&ã�áOò�ç·æ6å&á­ß�âfèKóOáOï;ï&èKâDô­ðTákâfá.åbðTá
æ6î�î�èTókæ6å&ç�èKéÒè6ê�ák¿TóOáOï&ï	áOî�ákã�ákéMå&ï.êgâfèKã åbðTá­ïbæ#ãÅá®ï&èTä�âfóOá@ß�âfèTóOáOï&ï&èKâ\ûlå&èRò�áOï&å&ç·é�æ6å&ç�èKé ß�âfèTóOáOï&ï&èKâfï.ô	ç�åbðÒïhã4æ6î�î�ákâ
ç·éTò�ç�óOáOï���î�áhê¨å:è°á õ¥*Dç�ñKä�âfá Ã ïhðTèsô<ï�u |�| º ´b´ ïbßTî�ç�å�ç·é#å&è�û 
 � 
 � 
 �èêb�k�6u | � º ´ çÌéMå&è�û¨ü���ü���ü�� ´ �k��u | � º Ã ç·é#å;è
û ´ � ´ � ´ � ´ �.æ#éTò?uI|�� º ´ ç·éMå&èQû ´ ��ü���ü���ü!�Oõ+Å	ðTç�ï@æ6ï;ï&ç�ñKé�ã�ákéMå\è6ê�ák¿TóOáOï&ï\áOî�ákã�ákéMå&ï@å&èÒç·é#å;ákâ&ã�áOò�ç·æ6å&árß�â¢èKóOáOï&ï;èKâfï
ókæ#éí÷Vá\ò�èKéTá@ç·é ß�æ#â&æ6î�î�áOî5ô	ç�åbð éTè4óOèKã4ã�ä�éTç�ókæ6å&ç�èKé�õ'��ê
åbðTá@âfèKä�éTò2ß}â¢èK÷Tç·é æ6ï&ï;ç�ñTé�ã�áké#å<è6ê�ák¿TóOáOï&ï	áOî�ákã�ákéMå&ï­ç�ï
å&è\óOèTé#å&ç·éTäTá�æëókâfè#ï&ï«ï&èKä�âfóOá\ß�âfèTóOáOï&ï&èKâfï\û¨æ6ï«ïbðTè6ô®é�ç·é4åhðTá®ák¿�æ#ã4ßTî�á­çÌéºåbðTá<ø�ñKä�âfá$�«æ\ñ#î�èK÷�æ6î5ß�âfáhø?¿!ßgïbä�ã¹ßgï;ókæ#é
è6ê�åbðTá�à�ä�æ#éMå&ç�å{¼�wkx�y �] z.| u=D ] ç�ï�éTáOáOò�áOò5õ
Å	ðTç�ï­ï&ókæ#é���ç�ê
äTï&áOò~��åhæbä6áOï�êI�Tî�è#ñ�¾ å&ç·ã�á#õ

~���� �f �¡e¡�¢0�3��£ ���I�� ��e¤���¡¥�
*Dç�ñKä�âfá Ã æ6î�ï&è\ïbðTè6ô	ïDåbðTá	èTâfç�ñ#ç·é�æ6î�óOèKãºã:ä�éTç�ókæ6å;ç�èTé4ã4æ6åbâ¢ço¿��KæMéTò:åhðTá	óOèKã4ã�ä�éTç�ókæ6å&ç�èKé4ãºæ6åbâfç�óOáOïDê¨èKâ�åbðTáÃø0âfï&å
æ#éTò,ï&áOóOèTéTòQï&åhæ6ñ#áOïkõéÅ	ðTáOï&á4ô.ákâfáºèK÷Tåbæ6ç·éTáOòQ÷!¼,ïbä�ã4ã4æ6å;ç�èTé¼æëî�èTéTñ ò�ç·ã�ákéTï&ç�èKéTï�Y��?»���æ#éTòiú���â¢áOïbß�áOóOå&ç%�#áOî%¼#õ
Å	ðTáºáké#åbâ¢ç�áOïRç·éiåbðTáºóOèKã4ã�ä�éTç�ókæ6å&ç�èKéeã4æ6åbâfç�óOáOï�ê�èKâ�åbðTá�ø0âfï;å:æ#éTòiï;áOóOèKéTòQï;åbæ6ñ#áOï\ókæ#é�éTèMå:÷�áºñKâfákæ6å&ákâ�åbð�æ#é
�¨ì � ¾ � �@æMéTò¦�¨ì � ¾ � 	ë¾.�G��âfáOïhß�áOóOå&ç%�#áOî%¼#õ

Å	ðTáÒâfèKä�éTò2ß}âfèK÷Tç·éeæ6ï&ï&ç�ñKé�ãÅáké#å\å&áOóOð�éTç%àmäTáíákéTïhä�âfáOï@åbð�æëå@éTèíï&èKä�âfóOárß�â¢èKóOáOï&ï;èKâ\ï&ákéTò�ï�ã�áOï&ïbæëñ#áOï\è6ê	ï&ç%ÞOá
ã�èTâfá®åhð�æ#é§�¨ì � ¾ � �­å&è4æ#éb¼ºçÌéMå&ákâ&ãÅáOò�çÌæëå&á:ß�âfèTóOáOï&ï&èTâOõ�(	è6ô.ák�#ákâk�TåbðTá\ã�áOï&ïbæëñ#áOï	ï&ákéMå«ê¦âfèTã åhðTá\çÌéMå&ákâ&ãÅáOò�çÌæëå&á
ß�âfèTóOáOï&ï&èTâfï®å;èråbðTá�ò�áOï&å;çÌé�æëå&ç�èKéiß�âfèTóOáOï&ï&èKâ¢ï\óOèKäTî�òQ÷�á4èëê
ï&ç%ÞOáréTákæ#âfî%¼d�¨ì � ¾ � 	 ¾.�6õ�Å<ðTá:óOèTã4ã�ä�éTç�ókæëå&ç�èKé,ç·é
åbðTáÃø0âfï&åDï&åbæëñ#á.ókæ#é4÷�á­óOèKã4ßTî�áOå&áOòÒç·é�¾���	"¾ � û¨ì � ¾ � 	 ´ ��å&ç·ã�á\äTï&ç·éTñ@î�ç·éTákæ#â.ß�ákâ&ã�äTåbæëå&ç�èKé��#ô®ðTç�î�á\åbðTá	ï;áOóOèKéTò
ï&åhæ6ñ#á	óOèKäTî�ò åbæbä6á
¾.�U	Â¾ � û¨ì � ¾ � 	Â¾?�Oõ�Å	ðTá®åfô.èGßgï&åhæ6ñ#á®æ6î�ñ#èTâfç�åbð�ã åbæbä6áOï.å&ç·ã�á�ê � ì � ¾íæ#éTòíç�ï	èKßTå;çÌãºæ6î�ô®ðTáké
ì � ¾$j¨�íû%¾ � 	ë¾.� ��� �Wõ
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Original Communication Matrix Communication Matrices for Stage 1 and Stage 2

*Dç�ñKä�â¢á Ã Ù ã�ßTî�ç�å&å&ç·éTñíè6ê�©¼áOï;ïbæ6ñ#áOï.ç·é åbðTá@ö�ákâ&ã�äTåbæ6å&ç�èKéºÞ­î�ñMèKâfç�åbð�ã
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P0 has elements  0,...,7

P1 has elements 8,...,15

P2 has elements 16,...,22

P3 has elements 23,...,29

Distribution of n elements
across p processors

destination
element indices

7

6

5

4

3

2

1

0

18

17

2

23

12

d7

d6

d5

d4

d3

d0

d1

d2

26

29

data

n = 30    p = 4

0

2

3

5

83

2

1

2

Hits per After a 
processor local scan

source/intermediate

4

processor P0

intermediate/

After reshuffling

local addresses
copied data and
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1

2

0
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1

2

0d0

d7
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d5
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*Dç�ñKä�âfá ��Ù�Ú áOïbðTä=«rç·éTñ4ê¨èKâ	ã�áOï;ïbæ6ñ#á\óOèKæëî�áOï;óOçÌéTñ

~��J¬ �h���O���������f ��6���.��£ ���­�
Å	ðTáíã�áOï&ïhæ6ñ#áíï&ákéMåRê¦âfèTã æ ï&èTä�âfóOá ß�âfèTóOáOï&ï&èKâ�å;è æMéiç·éMå&ákâ&ã�áOò�ç·æ6å&á,ß�âfèTóOáOï&ï&èKâk� èKâ�ê¦âfèTã æMéeçÌéMå&ákâ&ãÅáOò�çÌæëå&á
ß�âfèTóOáOï&ï&èTâ@å;èQæ ò�áOï&å&ç·é�æ6å&ç�èKé ß�âfèKóOáOï;ï&èKâk�«óOèKäTî�òÎð�æ��#á æ6ï4ã4æMéb¼ æ6ï�¾ ß�æ#âfå;ï4ákæ6óOð�õ§©,áOï&ïhæ6ñ#áíóOèKæ6î�áOï&óOç·éTñeç�ï
ò�èKéTáRå&è4ákéTïbä�â¢á:åhð�æ6å	åbðTáOï&á�ß�æ#âfå&ï­æ#âfá@ï;áké#å­èKäTå®æ6ï\æºï&ç·éTñ#î�áÅãÅáOï&ïbæ6ñ#á#õ�Å<ðTç�ï­ç·ã4ßTî�ç�áOï@åbð�æ6å­éTèFã�èTâfá@åbð�æMé"¾
ã�áOï;ïbæ6ñ#áOï � ô	ç�î�î
÷�á�ï&ákéMå­èKäTå®èëê�æ#éb¼ ï&èKä�âfóOá�ß�âfèTóOáOï&ï&èKâ<ç·é,åbðTá\ø0â¢ï&å®ï;åbæ6ñ#á�æ#éTòiéTèFã�èTâfá@åbð�æMéÆ¾,ã�áOï&ïhæ6ñ#áOï
ô	ç�î�îD÷�á�ï&ákéMå®èKäTå<è6ê�æ#é!¼rç·éMå&ákâ&ã�áOò�ç·æ6å&á4ß�âfèTóOáOï&ï&èTâ	ç·é åbðTá@ï;áOóOèKéTò ï&åhæ6ñ#á#õM©,áOï&ïbæ6ñMá\óOèKæ6î�áOï&óOç·éTñíókæ#é ÷Vá�ò�èKéTá
ç·éÒèKéTá\è6êDåfô.è:ô	æ�¼Tï�ò�ákßVákéTò�ç·éTñ ä�ß�èKé åbðTá\ï&ç%ÞOá@è6ê�ákæ6ónðÒáOî�ákã�ákéMåkõ
�lêDákæ6óOðÒáOî�ákãÅáké#å­ç�ï	ïbã4æ6î�î5ç·é ï&ç%ÞOáb�0æRî�èKókæëî
âfáOïhðKä=«rç·éTñ û ø�ñKä�â¢á � �Dç�ï.ò�èKéTá	å;è:æ#â&â;æ#éTñ#á®æ6î�î$ò�æ6åbæ@÷VáOç·éTñ4ï&ákéMå
å&èRåbðTá	ïbæ#ãÅá®ß�âfèTóOáOï&ï&èKâ çÌéMå&è�èKéTá	óOèTé#å&ç�ñKäTèTäTï
ã�áOï;ïbæ6ñ#á#õ&�lê
ákæ6óOð áOî�ákãÅáké#å\ç�ï@ã�äTî�å&ç·ßTî�áÒô.èKâfò�ï	î�èKéTñ���ïbäTónð,âfáOïhðKä=«rç·éTñíóOèKäTî�ò,ñ#áOå\ß�âfèKðTç·÷Tç�å&ç%�#áOî%¼iák¿�ß�ákéTï&ç%�#á#õ
��éTï&å&ákæ6ò~�Tákæ6óOðíã�áOï&ïbæëñ#á�÷VáOç·éTñrï&ákéMå	ç�ï	ò�áOï&ókâ¢çÌ÷VáOò¼äTï&ç·éTñíæ6å	ã�è#ï&å��¨ì � ¾.�\ßVè#ç·é#å;ákâfï®æ#éTòé¾ æ6ï&ï;èKóOç·æ6å&áOòíî�ákéTñ#åhðTï
û ø�ñTä�âfá\�b�WõHÅ<ðTáÃæëóOåbä�æ6îTóOèKæ6î�áOï&óOç·éTñ�ç�ïDò�èTéTá	ô®ðTákéRåbðTá	áOî�ákã�ákéMå&ï
æ#âfá.ï&ákéMåDèKäTåDè6ê�åhðTá®ß�âfèTóOáOï&ï&èKâOõrã�äTónðºæ­ï&ákéTò
ß�âfç·ã�ç�å&ç%�#á\åhð�æ6å�æ��#è#ç�ò�ï.î�èKókæëî0óOèTßb¼Tç·éTñr÷b¼Òæ6î�î�è6ô	ç·éTñræëóOóOáOï&ï.å&è@ò�æ6åhæ\êgâfèKã éTèKé!ßgóOèKéMå&ç�ñKäTèKäTï®æMâfákæ6ï
ç�ï®æ��6æ6ç�îÌæM÷Tî�á
ç·é�©iö'�4ûJ©,áOï&ïhæ6ñ#áröDæ6ï;ï&ç·éTñæ�géMå&ákâ�êgæ6óOáëå ´ Ã�ç ��æ#éTòeókæ#é ÷�áíákæ6ï;ç�î%¼eç·ã4ßTî�ákã�áké#å;áOò�ç·éeî�èsô ßgî�ák�MáOî	ï&è6ê¨åfôÃæMâfá#õ ��é
áOç�åbðTákâ�ókæëï&áb�
ç�ê@áOî�ákã�ákéMåFú\éTáOáOò�ïÒå&èiï;ákéTò�ç�å&ï4ò�æ6åhæ 
,û¨ú��@å;èiò�áOï&å&ç·é�æ6å&ç�èKéÓ	4û¨ú��,�DåbðTáíò�áOï&å&ç·é�æ6å;ç�èTé�æ6ò�ò�âfáOï;ï
éTáOáOò�ïRå&èF÷Vá4ïbßTî�ç�å�çÌéMå&è æíß�âfèTóOáOï&ï&èTâ@æ6ò�ò�âfáOï;ïrû�	4û¨ú��(VTú�R"¾��\æ#éTòiæÒî�èTókæ6î.æ6ò�ò�âfáOï&ï\ô	ç�åbðTç·é)åbð�æ6å\ò�áOï&å;çÌé�æëå&ç�èKé
ß�âfèTóOáOï&ï&èTâ�û=	4û¨ú�� 
�� Vf¾?�Oõ�Å	ðTç�ï	áké#å;çÌâ¢á\óOèKã4ß�äTåbæ6å;ç�èTéÒç�ï<î�èTókæ6î5å;è:ákæëónðíß�âfèTóOáOï&ï&èTâ	æ#éTòíåbæbäëáOï\�íû¨ì � ¾?��ÿ­å;çÌãÅá#õ

® �%X
Q�R�YJSUTWa�Z��Ga^c$TW]~��YJX��bR~XG_'V
_�Q�R¤a^c9YJX\¯�°¹�~V²R�]�]�Y���R�]��$]^TUXG��R�_�XGR�_J`�a^cGR~V
R�]�]�Y���R�]�TW]�a�_��bR~]�R�X$a�a�_'a^c9Rr]�R�X9d,TUX9��P$Q�_k��R�]�]�_�Q
TWa�]�R�SU`�� � c$TW]rP9YJPbR�Q��0`x_JQHa^cGR
]�Y��kR
_�`�]^TWV'P�SUTW��Toa^Z����{_JX$a^TUXk�9R�]�a�_�Q�R�`xR�Q'a�_�¯©Y�]�a^c9R
V
Yt±�TWV��9VÓXk�GV��bR�Q²_J`�V
R�]�]�Y���R�]��bR�TUX9�f]�R�X$a
_J�9a��
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d7

d6

d5

d4

d3

d0

d1

d2

destination
element indices

7

6

5

4

3

2

1

0

18

17

2

4

23

12

26

29

data

4

1

2

0

pointers and
local addresses

3

2

1

2

Hits per
processor

n = 30
p = 4

source/intermediate
processor P0

intermediate/

4

2

6

3

*Dç�ñKä�â¢á�� Ù ©,áOï&ïbæ6ñMá\óOèKæ6î�áOï&óOç·éTñrô<ç�åhðTèKäTå®âfáOïbðTä=«rç·éTñ

² ³ Ö�*"ö&ô�ö�Ö:Ü'ó.Ú´#�%ºÖ©ö('(ÝbÜ üæó.Ø)' Û@×~ö.×�ÝbÙ\Öéú
Å	ðTá.ò�¼�é�æ#ã�ç�ó®ßVákâ&ã�äTåbæ6å&ç�èKé4æëî�ñMèKâfç�åbð�ã ókæ#é�÷�á<ñ#ákéTákâ&æ6î�ç%ÞOáOòrå;è\ò�ákæ6î�ô	ç�åbð q2ï�µJ�IH%�bï.r��� ßVákâ&ã�äTåbæ6å&ç�èKéTï$�6ô­ðTákâfá
åbðTá­éKä�ã�÷�ákâ è6ê0áOî�ákã�ákéMå&ï.î�ákæ��Kç·éTñ4æ@ß�âfèTóOáOï&ï&èTâ�ç�ï.ò�çèá5ákâfákéMåDêgâfèKã åbðTá®éTä�ã�÷�ákâ«è6ê�áOî�ákãÅáké#å&ï.ákéMå&ákâfç·éTñ@ç�åkõ�Å	ðTç�ï
èTóOókä�âfï$��ê¨èKâRç·éTï&åbæ#éTóOáb�.ò�ä�â¢çÌéTñeæ#â&â&æ�¼QâfáOò�ç�ï&åhâfç·÷�äTå&ç�èKéTïkõ���ê�æ,ã4æG¿Tç·ã�ä�ã è6ê�¶ áOî�ákãÅáké#å&ïºî�ákæ��#á æ)ß�âfèKóOáOï;ï&èKâ
æ#éTòiæÒã4æG¿Tç·ã:ä�ã èëê¸·íáOî�ákã�ákéMå&ï\ákéMå&ákâ\æíß�âfèTóOáOï&ï&èKâ,��åbðTá4ßVákâ&ã�äTåbæ6å&ç�èKé ókæ#éi÷Vá�ò�èKéTá4ç·é å&ç·ã�á¼û�¶�	¦·2� � 	
î�è6ô.ákâ	èKâ¢ò�ákâ\å&ákâ&ãÅï$�5ß�âfèG�Kç�ò�áOò~�!áOç�åhðTákâv¶�j��Fû%¾.� ��� �­æ#éTò§·kj¥�Fû%¾ � 	K¾.� ��� �­èKâ�¶�j��Fû%¾ � 	æ¾�� ��� �\æ#éTò
·Gj[�Fû%¾�� ��� �Oõ

Å	ðTá«óOèKéTò�ç�å&ç�èKé�·Gj[�Fû%¾ � 	&¾.� ��� �!ê¨è#î�î�è6ô	ï!êgâfèKã�åbðTá«åfô�è°ßgï&åbæ6ñ#áDæ6î�ñ#èKâ¢ç�åhð�ã�ß�âfáOï&ákéMå&áOò@ç·éRåbðTá
î·æ6ï;å�ï&áOóOå;ç�èTé��
ï&ç·éTóOá�ç�å\ô	æ6ï®èTéTîo¼,åbðTáRï&áOóOèKéTòiï;åbæ6ñ#á\åbð�æëå�âfákà�äTç·âfáOòiåbðTá�óOèKéTï;åbâ&æ6ç·éMå�ì � ¾?j¥�Fû%¾ � 	æ¾�� ��� �.ê¨èKâ<èKßTå&ç·ã4æ6î�ç�å�¼#õ
Å	ðTá<å}ô.èRï&åbæ6ñ#áOï«ç·é4åbðTá\æ6î�ñ#èKâ¢ç�åhð�ãÿéTáOáOò�áOò"¾��\	 � û�¶U	¥¾?�«å&ç·ã�á\æ#éTòé¾.�M	 � û�·\	¥¾ � � å&ç·ã�áb��âfáOïbßVáOóOå&ç%�#áOî%¼#õ
Þ\é
æ6î�å&ákâ;é�æ6å&á\ã�áOï&ïbæ6ñMá\ïbßTî�ç�å;å&ç·éTñrï&óOðTákã�á\ókæ#é ÷�á@äTï&áOò å&è4âfáOò�äTóOá@åhðTá\ï&áOóOèKéTòíï&åbæëñ#áI¹Ðï.óOèKã4ã�ä�éTç�ókæ6å&ç�èKé å&ç·ã�á\å&è
¾.�3	 � û�·3	"¾?�«ô®ðTç�î�á\ç·éTókâfákæ6ï&ç·éTñ�åbðTá<ø0âfï&å
ï;åbæ6ñ#áI¹ÐïDóOèTã4ã�ä�éTç�ókæëå&ç�èKé4å;çÌãÅá®å&è�¾��\	 � û�¶M	"¾ � �Oõr*�èKâ èKßTå&ç·ã4æ6î�ç�å�¼b�
åbðTç�ï\ç·ã4ßVè#ï&áOï@åhðTá:óOèTéTï&åbâ&æ6ç·éMå�¶�j¥�Fû%¾ � 	K¾.� ��� �Wõ�Å	ðTç�ï@éTáOôÿã�áOï;ïbæ6ñ#áRïbßTî�ç�å;å&ç·éTñ ï&óOðTákã�á4ç�ï\ç�î�îÌäTï;åbâ&æ6å&áOòeç·é
ø�ñKä�â¢á ª õ

Å	ðTá­éTáOô ï&ónðTákãÅá®æ6î�ï&è@æ6ï&ï;ç�ñTéTï
ák¿TóOáOï&ï
áOî�ákã�ákéMå&ïDêgâfèKã�ï&èKä�â¢óOá®ß�âfèTóOáOï&ï&èKâfïDç·é4æ\â¢èKä�éTò2ß}âfèK÷Tç·éRêgæ6ïbðTç�èKé��MèKéTá
÷!¼�èKéTá®å;è@ákæ6óOð4ç·éMå&ákâ&ã�áOò�ç·æ6å;á�ß�âfèTóOáOï&ï&èTâOõ�Å	ðTá�æëî�î�èTókæ6å&ç�èKéÒç�ï.ï&åbæ#â¢å&áOòræ6å«åbðTá®ç·éMå&ákâ&ã�áOò�ç·æ6å;á@ß�âfèKóOáOï;ï&èKâDô­ðTákâfá
åbðTáÒæ6î�î�èTókæ6å&ç�èKéeèëê®áOî�ákã�áké#å;ï:å;è åbðTáÒïbæ#ã�áÒò�áOï&å&ç·é�æ6å;ç�èTé ß�âfèKóOáOï;ï&èKârûjê¦âfèTãxï&èKä�â¢óOáFß�âfèTóOáOï&ï&èTâfï�ô	ç�åbðiïhã4æ6î�î�ákâ
ç·éTò�ç�óOáOï���î�áhê¨å:è°á õ¥*Dç�ñKä�âfá ª ïhðTèsô<ï�u=|�| º ´b´ ïbßTî�ç�å�ç·é#å&è�û 
 � 
 � 
 �èêb�k�6u � | º ê çÌéMå&è�û ´ ��ü���ü�� ´ �k��u � | º 
 ç·é#å;è
û¨ü4� ´ � ´ � ´ �.æ#éTò?uI��| º ´ ç·éMå&èQû ´ ��ü���ü���ü!�Oõ+Å	ðTç�ï@æ6ï;ï&ç�ñKé�ã�ákéMå\è6ê�ák¿TóOáOï&ï\áOî�ákã�ákéMå&ï@å&èÒç·é#å;ákâ&ã�áOò�ç·æ6å&árß�â¢èKóOáOï&ï;èKâfï
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